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Résumé

L’auto-calibrage plan vise à calculer les paramètres intrin-
sèques d’une caméra à partir de plusieurs images d’une
même scène plane inconnue. Cet article rappelle comment
ce problème a été récemment abordé par B. Triggs puis E.
Malis : les deux méthodes se basent sur les homographies
inter-images spécifiques à ce type de scène et conduisent à
la minimisation de fonctions de coût non-linéaires. L’ori-
ginalité de notre approche réside dans une interprétation
géométrique simple des contraintes portant sur les ho-
mographies et la rectification métrique des images. Cette
compréhension plus intuitive du problème nous permet de
mieux formuler le processus d’optimisation. Les simula-
tions effectuées montrent en effet une meilleure stabilité de
notre méthode.
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Abstract

The purpose of plane-based self-calibration is the compu-
tation of camera intrinsic parameters using a certain num-
ber of images of the same unknown planar scene. This pa-
per recalls how this issue has been addressed by recent au-
thors, B. Triggs and then E. Malis, using cross-views homo-
graphies specific to planar scenes, and a final optimization
phase. The originality of this paper is in a straightforward
geometric interpretation of constraints related to homo-
graphies and metric rectification of images. This approach
provides a more intuitive formulation of the optimization
process. Moreover, numerical computations show that our
method achieves a better stability compared to earlier ap-
proaches.
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1 Introduction

Le calibrage d’une caméra est une tâche fondamentale dans
le domaine de la vision par ordinateur dès lors qu’une inter-
prétation métrique des images doit être obtenue. De nom-
breux travaux [2, 17, 19] ont peu à peu amené des solu-
tions simples et efficaces au problème, grâce à l’utilisation
de mires 3D ou planes, ces dernières apportant un avantage
pratique certain (moindre encombrement, facilité de fabri-
cation). Cependant, l’utilisation de mires représente sou-
vent une contrainte incompatible avec les besoins applica-
tifs de la vision par ordinateur.

Des méthodes, dites d’auto-calibrage, sont progressive-
ment apparues [3, 12] pour apporter la souplesse d’utili-
sation faisant défaut au calibrage. L’idée principale est de
remplacer la mire par n’importe quelle scène 3D. La seule
connaissance a priori sur la scène est celle de sa rigidité. En
ajoutant éventuellement d’autres hypothèses sur la caméra,
il est ainsi possible de formuler un ensemble de contraintes
géométriques, à partir d’une séquence d’images. Générale-
ment, ces algorithmes, non-linéaires par essence, souffrent
d’une instabilité rendant difficile leur mise en application.
En particulier, certains mouvements de caméra conduisent
à une dégénérescence des contraintes [14].

Plus récemment, le concept d’auto-calibrage a été étendu
aux scènes planes, omniprésentes dans l’environnement
humain. L’intérêt est que la planéité de la scène représente
une contrainte forte, pouvant éventuellement améliorer les
résultats si elle est intégrée. La prise en compte des points
cycliques du plan permet d’obtenir les équations d’auto-
calibrage mises en évidence par B. Triggs [16]. Le sens
de ces points et des équations associées est cependant as-
sez peu intuitif. Une approche manipulant des objets plus
simples, notamment la normale au plan, a également été
introduite par E. Malis et al. [9]. Les équations qui en dé-
coulent ne semblent pas pour autant posséder une interpré-
tation géométrique évidente.

Dans tous les cas, la résolution des équations mises en
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oeuvre passe par des algorithmes d’optimisation numé-
rique (minimisation d’une fonction de coût en l’occur-
rence). Or les résultats de ces algorithmes dépendent for-
tement du choix de la fonction à minimiser et du choix de
sa paramétrisation. Une bonne compréhension de ces deux
éléments est donc essentielle.

Notre contribution porte conjointement sur ces deux as-
pects. En premier lieu, une formulation géométrique
simple de l’auto-calibrage plan nous permet de justifier la
fonction de coût à minimiser. L’idée est de chercher à recti-
fier les images de façon à pouvoir les mettre en correspon-
dance par des similitudes. En second lieu, une paramétri-
sation directe et intuitive du problème est introduite. Elle
ne fait appel qu’aux paramètres intrinsèques et à la nor-
male au plan. Tout au long de cet article, nous considére-
ront les paramètres intrinsèques constants afin de simplifier
les notations et les explications. Cependant, toutes les no-
tions développées se généralisent au cas d’un ou plusieurs
paramètres variables (focales multiples en particulier).

Après quelques préliminaires essentiels à la compréhen-
sion du problème, nous exposerons les méthodes de B.
Triggs et E. Malis. Notre contribution commencera par la
présentation de l’élément central de notre approche : la rec-
tification métrique des images. Nous mettrons alors en évi-
dence une contrainte géométrique entre ces rectifications
et les homographies inter-vues, supposées connues. Après
avoir paramétré les matrices de rectifications via une cer-
taine décomposition matricielle, nous introduirons notre
formulation non-linéaire de l’auto-calibrage plan. Son lien
théorique avec les approches existantes sera ensuite abordé.
Enfin, nous validerons notre démarche par une comparai-
son expérimentale des différentes méthodes.

2 Préliminaires

2.1 Conventions

Notations : Les scalaires sont notés en italique(a,b), les
vecteurs en gras (n,Π) et les matrices utilisent une police
sans sérif (K,M). Sauf indications contraires, les vecteurs
sont identifiés à des matrices colonnes. Le produit scalaire
entre deux vecteursa etb est doncaTb. Le produit vecto-
riel dea et b (a,b ∈ R3) est notéa × b = [a]× b avec
[.]× la matrice anti-symétrique associée au produit vecto-
riel. Pour alléger la rédaction, on confondra les entités géo-
métriques (points, plans, etc..) et les vecteurs homogènes
qui les représentent (X désigne le point X de coordonnées
homogènesX = [X Y Z W ]T). L’utilisation des coordon-
nées homogènes entraîne alors l’équivalence classique dite
« égalité à un facteur d’échelle près », notée∼.

Repères :L’image est munie d’un système de coordonnées
(u,v) dont l’origine est le coin supérieur gauche. Les coor-
données des points 3D peuvent être exprimées soit dans un
repère localRc lié à la caméra, soit dans un repère 3D glo-
balRw attaché à la scène supposée statique. Une transfor-
mation rigide (isométrie), définie par la matrice de rotation

R et la translationt, permet de passer deRw à Rc. Un
point X de coordonnéesXw dansRw a pour coordonnées

Xc =
[

R t
0 1

]
Xw dansRc.

2.2 Modèle de la caméra

Nous considérons le cas du modèle sténopé pour des pixels
rectangulaires. Les distorsions introduites par l’optique
sont négligées. Un point de l’espaceXw = [X Y Z 1]T se
projette alors sur le plan image en un pointx = [u v 1]T :

x ∼ K
[

R t
]
Xw (1)

avec

K =

 τf 0 u0

0 f v0

0 0 1

 (2)

f , τ et c = [u0 v0]
T sont les paramètres intrinsèques de

la caméra que nous cherchons à déterminer.f est la focale
(en pixels),τ le rapport d’aspect des pixels etc les coor-
données dans le repère image du point principal.

On notex = K−1x les coordonnées normalisées dex qui
donnent le vecteur directeur du rayon optique passant par
x, exprimé dans le repère de la caméra.

2.3 Géométrie de deux images d’une scène
plane

Rappelons quelques propriétés essentielles propres aux
images d’une figure dans un planΠ (voir figure 1).

X

Π

Scène Plane
R w

H i

Image i Image j

H j 

Hij

R ci R cj

x j
x i

FIG. 1 – Géométrie de 2 images d’un plan : l’imagei d’une
scène plane peut être obtenue par l’application d’une ho-
mographieHi. Deux images (i,j) de cette même scène sont
de plus reliées par une homographieHij.

Homographie Scène-Image. On choisit le repère glo-
bal de l’espaceRw de façon à ce que les coordonnées
d’un point X quelconque deΠ soient de la formeX =



[X Y 0 1]T. On définit ainsi un repère 2D du plan dans
lequel les coordonnées de ce même point sontX̃ =
[X Y 1]T. A chaque imagei de la séquence est associée
une matrice d’homographie 3x3Hi permettant de transfor-
merX ∈ Π en son imagexi dans la vuei. Les coordonnées
homogènes dexi dans le repère image sont :

xi ∼ HiX̃ (3)

Rw est lié au repère caméra par une transformation rigide
(R,t). En notant(r0, r1, r2) les vecteurs colonnes de la ma-
trice de rotationR, on peut montrer que :

Hi ∼ K [r0 r1 t] (4)

Pour déterminerHi, définie à un facteur d’échelle près, il
suffit de connaître les coordonnées 2D de 4 points apparte-
nant àΠ et les coordonnées de leurs projections respectives
dans l’imagei.

Homographies inter-images. Pour chaque couple
d’images (i,j), la matrice d’homographie 3x3

Hij = HiHj
−1 (5)

associe à un pointxj de l’imagej le point correspondantxi

de l’imagei (voir figure 1) :

xi ∼ Hijxj (6)

Cette matrice peut être calculée à un facteur d’échelle près
à partir de la correspondance d’au moins 4 points (n’ayant
pas de triplet colinéaire) dans les 2 images. Il est important
de noter qu’aucune information a priori sur la scène n’est
nécessaire à ce calcul.

La relation (6) utilise les coordonnées des points dans le
repère image (pixel). Une équation similaire existe pour les
coordonnées normalisées. Il suffit de poser

Hij = K−1HijK (7)

et on obtient alors l’équivalent de (6) :

xi ∼ Hijxj (8)

2.4 Conique absolue, points cycliques
et calibrage

Conique absolue. Dans l’espace projectifP3, toutes les
sphères intersectent le plan à l’infini en un unique ensemble
de points. Ces points de la formeX ∼ [X Y Z 0]T =[
X̂ 0

]T

vérifient l’équation [3] :

X̂TX̂ = X2 + Y 2 + Z2 = 0 (9)

Mis à part le casX =Y =Z =0, cette équation n’a de solu-
tions que si nous autorisonsX, Y , Z à prendre des valeurs
complexes. Cette ensemble de points à coordonnées com-
plexes peut donc être vu comme une conique particulière
du plan à l’infini, la conique absolue, associée à la matrice
Ω ∼ I3.

Points cycliques. Les points cycliques sont l’équivalent
2D de la conique absolue. Ils sont en effet définis comme
l’intersection de tous les cercles du plan et de la droite
à l’infini λ∞ d’où la contrainteX2 + Y 2 = 0 sur leurs
coordonnées. Les points cycliques sont par conséquent au
nombre de deux et ont des coordonnées complexes conju-
guées :I = [1 i 0]T etJ = Ī = [1 −i 0]T.

Dans le cas d’un planΠ plongé dansP3, λ∞ est l’intersec-
tion deΠ et Π∞. Les points cycliques deΠ sont alors les
deux points d’intersection entreλ∞ et la conique absolue
(voir figure 2).

Ces points ont de plus la particularité d’être invariants par
toute similitude du plan (composition d’une homothétie et
d’un déplacement). Nous verrons par la suite que les simi-
litudes planes jouent un rôle essentiel dans notre approche.
Elles ont en effet la propriété de conserver les informations
métriques (angles, rapport de distances) que nous recher-
chons dans les images.

Image de la conique absolue. Une propriété remar-
quable de la conique absolue est que son imageω ne dé-
pend que des paramètres intrinsèques de la caméra :

ω ∼ (KKT)−1 ∼

 1 0 −u0

0 τ2 −τ2v0

−u0 −τ2v0 τ2f2 + u2
0 + τ2v2

0


En effet, d’après (1), l’imagex d’un point X =

[
X̂ 0

]T

appartenant àΩ estx ∼ K[R|t]X = KRX̂. Donc :

X̂ ∼ R−1K−1x = RTK−1x (10)

Ce qui donne d’après (9) :

xTK−TRRTK−1x = 0
xT(KKT)−1x = 0 (11)

Il est clair que que la connaissance deω équivaut à celle
de (f , τ , u0, v0) et donc au calibrage de la caméra [15].
De plus, si les paramètres intrinsèques sont constants, alors
l’image de la conique absolue est la même dans toutes les
vues (voir figure 2).

Image des points cycliques. Pour l’image d’un planΠ,
une contrainte particulière existe [16] : puisqueI etJ = Ī
(points cycliques deΠ) appartiennent àΩ, leurs imagesi
et j doivent appartenir àω :

iTωi = jTωj = 0 (12)

De même queI et J, i et j sont également deux vecteurs
complexes conjugués. Pour se ramener à des équations
réelles, nous introduisons les vecteursa et b, respective-
ment partie réelle et imaginaire dei = a+ib. La contrainte
(12) devient :

aTωa = bTωb et aTωb = 0 (13)

Ces équations sont les deux contraintes de base pour le cali-
brage et l’auto-calibrage d’une caméra à partir d’une scène
plane.
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FIG. 2 – La conique absolueΩ a pour image une coniqueω
identique dans toutes les images. En revanche, les projec-
tions des deux points cycliquesI et J du planΠ diffèrent
selon les images (i1, j1 ; i2, j2 ;...)

Calibrage plan. Le problème classique du calibrage plan
est le suivant : étant donnée une séquence dem images
d’unemire plane connue, comment calculer les paramètres
intrinsèques de la caméra ?

La solution décrite dans [19, 15] consiste à calculer lesm
homographiesH1, H2,..., Hm reliant la mire et les images
grâce à laconnaissance a priori de la scène. Les images
dans la vuek des points cycliques deΠ sont alors connues :

ik ∼ HkI et jk ∼ HkJ (14)

En notanth0 eth1 les deux premiers vecteurs colonnes de
Hk, il est facile de voir que les équations (13) appliquées à
l’imagek deviennent :

hT
0ωh0 = hT

1ωh1 et hT
0ωh1 = 0 (15)

Chaque imagek = 1..m donne deux contraintes linéaires
sur les composantes deω. Deux images de la même mire
(m = 2) sont donc suffisantes pour calculerω et calibrer
la caméra (toujours sous l’hypothèse de paramètres intrin-
sèques constants). Si une seule image est disponible, il est
malgré tout possible de retrouver les valeurs def et τ en
supposant le point principal connu. Il est également pos-
sible de prendre en compte des paramètres intrinsèques va-
riables [15]. Dans tous les cas, les équations sont linéaires
et se résolvent par le calcul d’une SVD [13, 15, 19].

La solution fournie par la SVD minimise une certaine er-
reur algébrique, difficilement interprétable. Dans [5], une
interprétation géométrique plus intuitive est donnée aux
équations du calibrage plan. Un algorithme minimisant des
distances euclidiennes est alors proposé. Cette démarche
permet d’améliorer significativement les résultats obtenus.

3 Auto-calibrage à partir d’une
structure plane

Par rapport au cas du calibrage plan, la scène est composée
d’unestructure plane inconnue, c’est à dire d’un ensemble
den points d’intérêts coplanaires dont l’agencement est in-
connu. Une séquence dem images de cette scène est ac-
quise et nous supposons que les points d’intérêts ont été
extraits et mis en correspondance dans les images.

La scène étant inconnue, il est impossible de calculer les
matrices d’homographies scène-images et les équations
(15) ne sont plus exploitables directement. En revanche,
les correspondances de points entre les images permettent
encore de calculer les matrices d’homographies inter-vues,
notéesHij. Ces matrices constituent les données d’entrées
des méthodes d’auto-calibrage plan que nous présentons
maintenant. Les paramètres intrinsèques sont toujours sup-
posés constants.

3.1 Approche de B. Triggs [16]

La méthode présentée dans [16] s’appuie toujours sur les
équations (13), faisant intervenir les projections des points
cycliques dans les images. En revanche, ces projections
sont désormais inconnues. L’idée principale est que si
l’on connaît la projection des points cycliques dans une
vue clef, il est possible de les transférer dans toutes les
autres images grâce aux matrices d’homographies inter-
vues. Nous supposerons par la suite que l’image clef est
la première de la séquence et nous noterons comme précé-
demmentHk1 la matrice d’homographie de l’image 1 vers
l’imagek. Nous avons donc :

ik ∼ Hk1i1 et jk ∼ Hk1j1

Pour chaque imagek = 1..m de la séquence, (13) nous
donne alors :

(Hk1a1)Tω(Hk1a1) = (Hk1b1)Tω(Hk1b1) (16)

(Hk1a1)Tω(Hk1b1) = 0

Nous obtenons ainsi un système de2m équations d’incon-
nues (ω, a1, b1). La matriceHk1 peut être calculée par
la mise en correspondance d’au moins 4 points dans les
vues 1 etk. Les vecteursa1 etb1 sont définis à un facteur
d’échelle et une rotation 2D près [16], ce qui réduit leurs
degrés de liberté de 6 à 4. La matriceω = (KKT)−1 in-
troduit les 4 inconnuesf , τ , u0, v0. En théorie, 4 images
(m = 4) suffisent donc pour déterminer l’ensemble des in-
connues, 3 si le point principal est connu.

Contrairement au cas du calibrage, les équations (16) ne
sont plus linéaires et il n’existe pas de méthodes directes
permettant de les résoudre. L’idée est alors de reformuler le
problème en tant que minimisation d’une fonction de coût,
comme par exemple :

min
ω,a1,b1

m∑
k=1

(αk − βk)2 + γ2
k

α2
k + β2

k

(17)



en posant

αk = (Hk1a1)Tω(Hk1a1)
βk = (Hk1b1)Tω(Hk1b1) (18)

γk = (Hk1a1)Tω(Hk1b1)

Tous les algorithmes classiques d’optimisation numérique
sont alors applicables. Le choix de l’erreur à minimiser est
essentiel dans ce genre de techniques et (17) n’est pas le
seul possible. Des considérations d’ordre statistique [16]
peuvent par exemple conduire à la minimisation d’une
fonction de coût différente. De la même façon, la paramé-
trisation de cette erreur en fonction des inconnues est un
élément primordial.

La paramétrisation dea1 et b1 pose justement ici un pro-
blème car ces 2 vecteurs 3x1 sont définis à un facteur
d’échelle et une rotation 2D près. Une solution consiste à
remarquer que d’après (14), il est équivalent de rechercher
(i1,j1) ou H1. Mais commeH1 a 8 degrés de liberté, une
telle paramétrisation des points cycliques n’est pas mini-
male. Les 4 degrés de liberté introduits sont en fait liés à
une similitude du plan. En effet,H1 peut se décomposer de
la manière suivante [11, 8] :

H1 = P1S1 (19)

où S1 désigne une similitude du plan etP1 décrit la partie
non-métrique deH1. Cette matrice n’a que quatre degrés
de liberté et peut être mise sous la forme :

P1 =

 1 a 0
0 b 0
c d 1

 (a, b, c, d) ∈ R4

Les points cycliques étant invariants par similitude, on ob-
tient finalement :

a1 + ib1 ∼ P1S1I ∼ P1I

L’image des points cycliques est donc donnée par les deux
premières colonnes deP1. On obtient ainsi une paramétri-
sation minimale par le biais des 4 scalairesa, b, c, d. On
remarque que la vue clef est parallèle au plan de la scène si
et seulement sia = c = d = 0 et b = 1 [11]. En pratique,
une telle configuration permet d’initialiser l’algorithme.

3.2 Approche d’E. Malis et al. [9]

E. Malis place au coeur de sa méthode la matrice 3x3
Hij [nj]× oùnj est le vecteur normal au plan exprimé dans
le repère de la caméraj. Il a établit que les 3 valeurs singu-
lières de cette matrice sontσ

(ij)
1 = σ

(ij)
2 > σ

(ij)
3 = 0. Sa

formulation de l’auto-calibrage plan est alors :

min
K

m∑
i=1

m∑
j=1

σ
(ij)
1 − σ

(ij)
2

σ
(ij)
1

(20)

Les vecteurs normaux au plan sont calculés par une décom-
position deHij, similaire à celle présentée dans [1]. L’origi-
nalité de la méthode est qu’elle travaille simultanément sur
toutes les homographies et ne nécessite donc pas le choix
d’une vue clef. En effet, privilégier une image risque de
propager au reste de la séquence l’incertitude portant sur
cette vue.

4 Une nouvelle approche
géométrique

4.1 Matrice de rectification

La décomposition (19) deH1 s’étend à n’importe quelle
imagek de la séquence, sous la forme :

Hk = PkSk (21)

La matriceQk = Pk
−1 permet d’obtenir unerectification

métriquede l’imagek, c’est à dire de pouvoir mesurer des
angles et des rapports de longueurs sur cette image. Elle
se décompose elle-même en un produit de deux matrices
effectuant une rectification affine puis métrique de l’image
à partir de la ligne d’horizon du plan et de la position des
points cycliques sur celle-ci [8].

Lesm matrices de rectifications des images de la séquence
vont jouer un rôle central dans l’approche que nous pro-
posons. Elles ont une interprétation géométrique simple et
concentrent à elles seules tout l’enjeu de l’auto-calibrage
comme nous allons le montrer maintenant.

4.2 Contrainte géométrique liée aux
matrices de rectifications

D’après (5) et (21),Hk1 = HkH
−1
1 = PkSkS

−1
1 P−1

1 .

Par suite, la matriceSk1 définie par

Sk1 = QkHk1Q
−1
1 = SkS

−1
1

est une similitude (composition de deux similitudes).

L’interprétation géométrique deSk1 est illustrée par la fi-
gure 3. Chaque imagek 6= 1 rectifiée parQk doit êtreiden-
tique à une similitude prèsà la rectification de l’image 1
par Q1. La suite logique de notre démarche est de four-
nir un critère caractérisant « le degré de ressemblance à
une similitude près » des images rectifiées. Nous pourrons
alors envisager de maximiser ce critère en optimisant les
m matrices de rectifications, fonctions des inconnues du
problème. Pour cela, nous allons maintenant proposer une
paramétrisation simple de ces matrices.

4.3 Décomposition de la matrice
de rectification

Nous cherchons à établir pourPk une relation similaire à
(4) ne faisant intervenir queK et nk (vecteur normal au
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Plan de la scène 

Image 1 Image k

Q1

Hk1
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FIG. 3 –Q1 etQk permettent d’obtenir respectivement une
rectification métrique des images 1 etk. Sk1 = QkHk1Q

−1
1

est donc une similitude plane.

plan de la scène exprimé dans le repère de la camérak). La
rectification métriqueQk = Pk

−1 de l’imagek sera ainsi
paramétrée simplement par ces deux éléments, à l’interpré-
tation physique évidente.

La réduction deHk à Pk s’effectue par le biais d’une si-
militude qui s’applique à la scène plane. Ceci se traduit
par une réduction du nombre de degrés de liberté des para-
mètres extrinsèques de la caméra. La rotation et la transla-
tion dans le plan de la scène ne sont en effet plus à prendre
en compte (composante euclidienne de la similitude) ainsi
que la translation selon l’axe optique (facteur d’échelle de
la similitude).

Plus formellement, d’après (4), la partie deHk liée aux pa-
ramètres extrinsèques (R, t) s’écrit :

[r0 r1 t] = R

 1 0
...

0 1 RTt

0 0
...

 = R

 1 0 t′x
0 1 t′y
0 0 t′z


En utilisant les angles d’Euler, la matrice de rotationR peut
se décomposer en 3 matrices de rotation, chacune dépen-
dantes d’un seul angle :R = ABC. La matriceC repré-
sente en 3D une rotation autour de l’axez. Mais appliquée
à des points 2D exprimés en coordonnées homogènes, elle
devient une rotation plane. En notantα = 1

t′z
, on obtient :

[r0 r1 t] ∼ ABC

 α 0 αt′x
0 α αt′y
0 0 1

 = RkSk (22)

avecRk = AB etSk = C

 α 0 αt′x
0 α αt′y
0 0 1

.

Sk, composée d’une homothétie-translation et d’une rota-
tion est donc une similitude plane. Quant à la matriceRk,

elle représente une rotation transformant le vecteur[0 0 1]T

ennk.

CommeHk ∼ K [r0 r1 t] ∼ PkSk, le résultat (22) nous
permet finalement d’écrire la relation recherchée

Qk = P−1
k ∼ Rk

TK−1 (23)

4.4 Obtention de contraintes algébriques

La décomposition (23) des matrices de rectifications nous
permet maintenant d’obtenir une expression deSk1 faisant
apparaître la matrice d’homographie inter-vuesnormalisée
Hk1, définie en (7) :

Sk1 = QkHk1Q
−1
1 = RT

k Hk1R1 (24)

En tant que matrice de similitude,Sk1 ne possède que 4 de-
grés de liberté au lieu des 9 habituels pour une matrice 3x3.
Nous mettons ainsi en évidence l’existence de 5 contraintes
scalaires sur les inconnuesK, n1, nk dont dépendentHk1,
R1, Rk. Pour exprimer ces contraintes, introduisons la no-
tation suivante pour les blocs deSk1 :

Sk1 =
[

r t
zT s

]
Sk1 est une matrice de similitude si et seulement si les
contraintes suivantes sont vérifiées :

1. s = 1,

2. z = [0 0]T,

3. r proportionnelle à une matrice de rotation 2D.

Contrainte 1

Cette contrainte correspond au fait queHk1 n’est pas défi-
nie à un facteur d’échelle près. Il est en effet montré dans
[18] que si le mouvement inter-images est suffisamment
général, les 3 valeurs singulières deHk1 sont distinctes et
la valeur médiane vaut 1. ConnaissantK et Hk1 (à un fac-
teur près), la contrainte sur cette valeur singulière permet
donc de fixer l’échelle deHk1 = K−1Hk1K.

Contrainte 2

Elle est en fait une conséquence de la relation suivante,
mise en évidence dans [9] :

nk ∼ H
−T

k1 n1 (25)

En effet, par définition deR1 et en prenantn1 unitaire, nous
avonsR1 [0 0 1]T = n1. DoncR1 =

[
u1 v1 n1

]
où

u1 et v1 désignent deux vecteurs formant une base ortho-
normale du plann1

⊥. La même remarque est valable pour
Rk. Sk1 peut ainsi s’écrire

Sk1 = RT
k Hk1R1 =

 uT
k

vT
k

nT
k

Hk1

[
u1 v1 n1

]



Donc d’après (25) :

z =
[

nT
kHk1u1

nT
kHk1v1

]
∼

[
nT

1u1

nT
1v1

]
=

[
0
0

]
car (u1, v1, n1) sont les vecteurs colonnes de la matrice
orthogonaleR1.

Contrainte 3

En éliminantnk grâce à (25), nous recherchons maintenant
les 2 contraintes restantes sur la matriceSk1, fonction de
(Hk1, K, n1). La contrainte 2 est toujours respectée et la
structure par blocs deSk1 est désormais :

Sk1 =
[

r t
0T 1

]

Soientσ(k)
1 etσ(k)

2 les deux valeurs singulières der. Sk1 est

une similitude si et seulement siσ
(k)
1 = σ

(k)
2 etdet(r) > 0.

NotonsDk = rTr =
[

αk γk

γk βk

]
le bloc 2x2 supérieur

gauche deST
k1Sk1 (indépendante denk d’après l’orthogo-

nalité deRk). Les deux valeurs propres deDk sont :

λ
(k)
{1,2} = σ

(k)
{1,2}

2
=

αk + βk ±
√

∆k

2
(26)

avec∆k = (αk − βk)2 + 4γ2
k etαk > 0, βk > 0.

L’égalité des valeurs singulières der est par conséquent
équivalente à∆k = 0, ce qui a lieu si et seulement si :

αk = βk et γk = 0 (27)

αk, βk, γk sont fonctions deHk1 (données),K etn1 (incon-
nues). Grâce aux deux contraintes (27) fournies par chaque
imagek 6= 1, nous pouvons finalement former un système
de2(m − 1) équations en ces 6 inconnues que sontf , τ ,
u0, v0, nx/nz etny/nz. Au minimum, 4 images sont donc
nécessaires (m = 4), comme pour la méthode basée sur
l’image des points cycliques.

4.5 Formulation d’une fonction de coût

En pratique, nous ne pouvons pas résoudre les2(m − 1)
équations décrites précédemment pour deux raisons : elles
ne sont pas linéaires et l’incertitude dans le calcul desHk1

fait qu’elles ne sont jamais vérifiées exactement. Nous al-
lons donc chercher à minimiser une fonction de coût en
rapport avec ces équations.

Pour cela, revenons à l’idée de base de notre démarche :
maximiser le « degré de ressemblance à une similitude
près » des images 1 etk rectifiées parQ1 et Qk. Intuiti-
vement, plusSk1 se « rapproche » d’une similitude, plus ce
degré de ressemblance est élevé. Nous proposons de ca-
ractériser la matriceSk1 parηk = σ

(k)
2 /σ

(k)
1 . Cette indice

0 ≤ ηk ≤ 1 tend vers 1 quandSk1 tend vers une similitude.

Pour maximiser la ressemblance des images, nous pouvons
donc chercher à minimiser (1-η2

k), ce qui donne :

min
K,n1

m∑
k=2

σ
(k)
1

2
− σ

(k)
2

2

σ
(k)
1

2 (28)

D’après (26), nous obtenons finalement :

min
K,n1

m∑
k=2

√
∆k

αk + βk +
√

∆k

(29)

L’évaluation de ce critère nécessite le calcul deR1 en
fonction du vecteur homogènen1 = [nx ny nz]

T. Nous
supposons qu’en pratique le casnz = 0 ne se présente
pas1 et proposons donc d’optimiser̄n1 = [n̄x n̄y 1]T avec
n̄x = nx/nz et n̄y = ny/nz. En posantρ = 1/(1+‖n̄1‖),
R1 peut s’exprimer en fonction dēnx et n̄y sous la forme
suivante :

R1 =
ρ

1− ρ

 1 + ρn̄2
y −ρn̄xn̄y n̄x

−ρn̄xn̄y 1 + ρn̄2
x n̄y

−n̄x −n̄y 1


4.6 Initialisation

L’initialisation des paramètres à optimiser est souvent un
point délicat des algorithmes d’optimisation. Elle doit être
la plus proche possible du minimum global pour éviter de
converger vers un minimum local. Dans notre problème,
l’initialisation peut-être solutionnée en introduisant un ou
plusieurs types de connaissances a priori :

– une description euclidienne grossière de la scène.
– les valeurs typiques de certains paramètres intrinsèques.
– le parallélisme entre le plan image de la vue clef et le

plan de la scène, ce qui se traduit parn1 = [0 0 1]T et
doncR1 = I. En choisissant le point principal au centre
de l’image etτ = 1, les équations (27) deviennent alors
linéairesen f2 (ceci est encore vrai si les focales sont
différentes pour chaque image). Une approche similaire
a déjà été proposée dans [6] et a prouvé son intérêt. Dans
de nombreuses applications, il est en effet peu contrai-
gnant de respecter approximativement cette hypothèse
de parallélisme.

4.7 Lien avec les autres méthodes

Images des points cycliques. Nous avons mis en évi-
dence une contrainte surDk, le bloc 2x2 supérieur gauche
deST

k1Sk1 :

Dk =
[

αk γk

γk βk

]
∼

[
1 0
0 1

]
(30)

Or d’après les définitions deHk1 etω,

ST
k1Sk1 = RT

1 H
T

k1Hk1R1

= (Hk1KR1)Tω(Hk1KR1)
1Il correspondrait à une direction de visée parallèle au plan.



Nous retrouvons donc la matriceP1 = KR1, dont les
deux premières colonnesa1 et b1 donnent l’image des
points cycliques dans la vue clef. En calculant (αk, βk,
γk), les composantes deDk, on se rend compte qu’on
retrouve exactement les expressions (18).Dk ∼ I n’est
en fait qu’une forme matricielle des équations (16) ! Les
contraintes algébriques que nous avons dégagées sont donc
en théorie complètement équivalentes à celles déjà bien
connues sur l’image des points cycliques.

Notre approche se démarque cependant sur 3 points :

– Nous donnons un sens géométrique simple et concret à
la contrainte sur l’image des points cycliques : lesm
images rectifiées doivent fournirm reconstructions de
la scène identiques à une similitude près.

– Notre paramétrage du problème ne dépend plus que des
paramètres intrinsèques et de l’orientation du plan. Outre
la réduction du nombre de paramètres (6 au lieu de 8) et
leur sens physique évident, ceux-ci sont complètement
décorrélés alors que l’image des points cycliques dépend
des paramètres intrinsèques.

– La fonction de coût proposée se rapproche de la mini-
misation d’une erreur géométrique, même s’il est tou-
jours difficile d’interpréter les résidus à l’issu de l’op-
timisation. Par rapport à (17), le critère est légèrement
plus complexe à calculer (ajout d’une racine carrée) et
dépend moins directement des paramètres. Le temps de
calcul reste cependant comparable.

Valeurs singulières deHij [nj]×. Il est impossible de ne
pas évoquer les ressemblances de notre méthode avec celle
de E. Malis. Premièrement, la normale au plan devient dans
les 2 approches un élément central, remplaçant le concept
peu intuitif de points cycliques. Ensuite, notre minimisa-
tion de l’écart entre les valeurs singulières du bloc supé-
rieur gauche deSk1 est, dans l’esprit, similaire à (20). Les
matrices mises en jeu sont elles-mêmes très proches dans
leur forme :RT

i HijRj d’une part,Hij [nj]× d’autre part.

Il est en fait possible de prouver que les 2 valeurs singu-
lières du bloc supérieur gauche 2x2 deRT

i HijRj sont iden-
tiques à celle non-nulles de la matrice 3x3Hij [nj]×. Pour
cela, il faut d’abord remarquer que[nj]× = Rj [k]× RT

j

aveck = [0 0 1]T (changement de base avec la matrice
de passageRT

j , changeantk en nj). Or le problème ini-

tial est équivalent à prouver que[nj]
T

× H
T

ij Hij [nj]× et le

bloc supérieur gauche deRT
j H

T

ij HijRj ont les mêmes va-
leurs propres non-nulles. Grâce à la première remarque et
au principe de conservation des valeurs propres lors d’un
changement de baseM → P−1MP, il suffit donc de prou-
ver que[k]T× RT

j H
T

ij HijRj [k]× et le bloc supérieur gauche de

RT
j H

T

ij HijRj ont les mêmes valeurs propres non-nulles. De
part la forme de[k]×, ce dernier point est évident.

Finalement, notre contrainte surSk1 est donc également
identique à celle portant surHij [nj]×. Nous fournissons par
conséquent une interprétation géométrique simple de l’éga-
lité des deux premières valeurs singulières deHij [nj]×. Se-

conde conséquence, cette contrainte proposée par analogie
avec la matrice essentielle [10] ne s’avère être qu’une re-
formulation de la méthode de Triggs basée sur l’image des
points cycliques. A notre connaissance, ce lien n’avait ja-
mais été mis en évidence.

Si en théorie toutes ces méthodes reposent sur les mêmes
contraintes, il existe cependant 3 formulations différentes.
Notre approche présente l’intérêt de donner une interpré-
tation simple des contraintes algébriques mais qu’en est-il
des résultats ? Pour comparer les méthodes, nous propo-
sons d’étudier une variante de [9] : siσ

(k1)
1 et σ

(k1)
2 sont

les 2 premières valeurs singulières deHk1 [n1]×, nous sug-
gérons d’optimiserK et n1 en utilisant le critère proposé
par Malis :

min
K,n1

m∑
k=2

σ
(k1)
1 − σ

(k1)
2

σ
(k1)
1

(31)

Par rapport à la méthode originale, nous introduisons une
vue clef mais il n’est plus nécessaire de décomposer les
matrices d’homographies pour trouver les normales au
plan. En revanche, par rapport à notre formulation qui
opère sur une matrice 2x2, il faut ici calculer les valeurs
singulières d’une matrice 3x3.

5 Résultats expérimentaux

5.1 Simulation

Nous simulons une séquence dem images den points d’in-
térêts coplanaires, tirés aléatoirement dans un carré de côté
s (mètre). La caméra se déplace sur un arc de cercle (rayon
2m, angle 50˚) et vise le centre de ce cercle où se trouve
la scène. Lesm images sont régulièrement réparties sur cet
arc de cercle avec la première image parallèle au plan de la
scène. Pour simuler une caméra portée à la main, un mou-
vement aléatoire est ajouté. Les points sont ensuite proje-
tés dans les images et perturbés par un bruit blanc gaussien
d’écart typeσ (en pixels). La caméra est caractérisée par
(f = 2000 pixels, τ = 1) et le point principal (u0, v0)
est tiré aléatoirement dans un cercle centré sur le milieu
de l’image et d’un diamètre de 50 pixels. Pours = 0.5
m, les points occupent alors environ les 2/3 de la surface
des images de taille 1024x1024. Dans la pratique, ces va-
leurs sont typiques d’un appareil photo numérique grand
public pour lequel les distorsions sont généralement négli-
geables2.

Les homographies inter-vues sont calculées par SVD [19]
après normalisation des données [7] et l’initialisation def
est obtenue en utilisant l’hypothèse de parallélisme de la
vue clef (cf. 4.6). Du fait du mouvement aléatoire de la
caméra, cette hypothèse n’est cependant pas exactement
respectée (l’angle entre la normale au plan et l’axe op-
tique peut atteindre 15˚). La minimisation des différentes
fonctions de coût est effectuée par une méthode de quasi-
Newton type BFGS [4].

2Au moins pour les 2/3 supérieurs de la plage focale du zoom.



Les tests présentés se concentrent sur le calcul def en fai-
sant l’hypothèseτ = 1 et u0 = v0 = 512. Dans notre
simulation, la première hypothèse est donc vérifiée ce qui
n’est pas le cas de la seconde. Nous testons les 3 méthodes
suivantes :

– ALG_PC : minimisation de (17) en optimisantf , a1,b1

– SVD_N : minimisation de (31) en optimisantf , n1

– SIM_N : minimisation de (29) en optimisantf , n1

La figure (4) montre l’influence de la précision avec la-
quelle sont détectés 25 points d’intérêts contenus dans un
carré de 50 cm de côté. Les résultats présentés sont la
moyenne de 1000 tirages pour lesquels l’erreur relative sur
f est calculée. L’hypothèse de parallélisme de la vue clef
permet d’obtenir une initialisation de la focale avec une er-
reur inférieure à 10%. Pourσ = 0, l’erreur surf n’est
pas nulle à cause de l’hypothèse non vérifiée sur la posi-
tion du point principal. Elle reste cependant faible. L’erreur
augmente ensuite linéairement pour les 3 algorithmes, mais
elle est constamment plus faible (de l’ordre de 20%) pour
notre méthode (SIM_N) et la variante de Malis (SVD_N).

La convergence est obtenue après une quarantaine d’ité-
rations pour ALG_PC et une trentaine pour SIM_N et
SVD_N. La réduction du nombre de paramètres explique
ce phénomène bien que la fonction de coût soit vraisembla-
blement « moins convexe ». Nous pensons que cette bonne
adéquation entre la fonction de coût et son paramétrage ex-
plique les meilleures performances de SIM_N et SVD_N.
Ces deux algorithmes donnent par ailleurs des résultats
quasiment identiques ce qui n’est pas étonnant puisque leur
seule différence réside dans une légère modification de la
fonction de coût.
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FIG. 4 – Résultats des 3 méthodes selon le bruit de mesure.

5.2 Données réelles

Une séquence de 5 images (résolution 1600x1200) est ac-
quise par un appareil photo numérique récent dont l’auto-
focus a été débrayé afin de garder les paramètres intrin-
sèques constants. La scène est constituée d’une mire plane
connue type damier (voir figure 5) dont les 64 coins sont

(a) (b) (c)

(d) (e)

Figure 5: Séquence de 5 images d’une figure plane.

mis en correspondance dans les images avec une précision
de l’ordre de 0.15 pixels. Les homographies entre l’image
(c), supposée parallèle au plan, et les images (a,b,d,e) sont
ensuite calculées comme précédemment. Pour chacune des
3 méthodes, le tableau 1 montre les résultats obtenus en
recherchant la focale seule ou la focale plus le point prin-
cipal. La connaissance a priori sur la scène permet égale-
ment de calculer les homographies scène-image et donc de
calibrer l’appareil selon la méthode décrite dans [15]. CAL
désigne les valeurs obtenues de cette façon et serviront de
références. Les paramètres non-optimisés sont entre paren-
thèses et prennent leur valeur par défaut. Dans tous les cas,
l’hypothèseτ = 1 est utilisée. Le parallélisme de la vue (c)
permet d’initialiser la focale avec une erreur d’environ 5%
et le point principal est placé au milieu de l’image.

TAB . 1 – Paramètres intrinsèques estimés par les diffé-
rentes méthodes. Les valeurs entre parenthèses sont les va-
leurs par défaut des paramètres non-optimisés.

f τ u0 v0

CAL 2934.5 0.998 774.0 601.4

ALG_PC 2928.6 (1) (800) (600)
2945.9 (1) 827.9 548.2

SVD_N 2933.7 (1) (800) (600)
2929.3 (1) 866.5 577.9

SIM_N 2933.8 (1) (800) (600)
2929.8 (1) 865.5 576.6

Dans tous les cas, la focale estimée est très proche de celle
fournie par le calibrage (< 0.4%) en particulier lorsque le
point principal n’est pas recherché (< 0.2%). Lorsqu’il est
mis en jeu dans l’optimisation, sa position après conver-
gence se révèle être assez éloignée de celle donnée par le
calibrage. Le faible nombre d’images (8 contraintes pour
5 ou 7 inconnues selon la méthode) explique cette impré-
cision mais nous montrons qu’il est possible d’avoir une
bonne estimation de la focale avec seulement 5 images.



Afin de valider ces résultats d’une autre façon, nous avons
également mesuré sur les images rectifiées les angles du
quadrilatère englobant la mire. Quelque soit la méthode, les
angles mesurés sont bien égaux à 90˚± 0.1˚. Nous confir-
mons ainsi l’intérêt des algorithmes d’auto-calibrage plan
qui permettent d’obtenir de façon très simple des informa-
tions métriques fiables.

6 Conclusion et perspectives
Notre approche de l’auto-calibrage plan repose sur la
connaissance des matrices d’homographies inter-vues.
Notre principale contribution est de donner une interpréta-
tion géométrique simple du problème, en termes de rectifi-
cations métriques des images. Nous montrons ainsi que les
méthodes proposées par B. Triggs [16] et E. Malis [9] re-
posent en fait sur les mêmes contraintes et diffèrent seule-
ment par la formulation du problème d’optimisation. L’al-
gorithme que nous présentons donne expérimentalement
des résultats comparables à une variante de [9] tout en étant
plus simple et surtout montre une stabilité accrue par rap-
port à [16].

Plusieurs aspects méritent d’être développés. En premier
lieu, l’un de nos objectifs est de parvenir à la minimi-
sation d’un critère ayant un sens géométrique concret
(par exemple la conservation des angles dans les images
rectifiées). Ensuite, notre méthode permet facilement de
prendre en compte des paramètres intrinsèques variables.
Les prochains tests à effectuer concernent donc ce cas de
figure. Enfin, il serait intéressant d’étudier dans quelle me-
sure la « contrainte de la ligne principale » [6] peut s’in-
tégrer dans notre démarche. Elle permet en effet d’obte-
nir une formulation non-linéaire indépendante de la fo-
cale, conduisant à un problème d’optimisation a priori plus
simple.
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